Abitur Beispielaufgaben

Aufgaben zur Analysis

Aufgabe aus dem IQB-Pool — gemeinsame Aufgabenpools der Lander

Papierflieger verlassen die Hand eines Werfers in einer bestimmten Abwurfhdhe, unter einem
bestimmten Abwurfwinkel und mit einer bestimmten Anfangsgeschwindigkeit. Die Flugkurven
kobnnen  abhangig von diesen drei Bedingungen
sowie von der jeweiligen  Bauweise des
Papierfliegers unter- schiedlich verlaufen. Im Fol-
genden sollen drei Typen von Flugkurven unter-
schieden  werden, die in der  Abbildung
schematisch dargestellt sind.

Sturzflug (S)

Gleitflug (G)

Parabelflug (P)

Wird die Grolke der betrachteten Papierflieger
vernachlassigt, konnen die Flugkurven bei Verwendung eines Koordinatensystems, dessen x-
Achse entlang des horizontalen Bodens und dessen y-Achse durch den Abwurfpunkt verlauft,
modellhaft mithilfe von Funktionen beschrieben werden. Im Folgenden soll der x-Wert der
horizontalen Entfernung des Papierfliegers vom Abwurfpunkt entsprechen, der zugehdrige
Funktionswert der Flughohe (jeweils in Metern).

1. Ein Papierflieger bewegt sich entlang einer Flugkurve vom Typ S.
Diese kann mithilfe der in R definierten Funktion s mit

s(x) = —x* +2x3 + %x + 2 beschrieben werden.
a) Geben Sie die Abwurfhéhe an und zeigen Sie, dass die Flugweite etwa 2,27 m betragt.

b) Zeigen Sie, dass der Papierflieger seine maximale Flughdhe besitzt, wenn seine
horizontale Entfernung vom Abwurfpunkt etwa 1,55 m betragt. Geben Sie diese Flughdhe
an.

c) Berechnen Sie die Koordinaten der beiden Wendepunkte des Graphen von s und geben
Sie die jeweilige Steigung des Graphen von s in den Wendepunkten an.

d) Beschreiben Sie die Bedeutung des Wendepunkts mit der gréolieren x-Koordinate im
Hinblick auf die Steigung der Flugkurve des Papierfliegers.

2. Im Folgenden wird ein Papierflieger betrachtet, der sich bei jedem Flug entlang einer
Flugkurve vom Typ P bewegt. Er wird in 2 m Hohe abgeworfen und erreicht seine grofite
Hohe in einer horizontalen Entfernung von 2 m vom Abwurfpunkt. Seine moglichen
Flugkurven lassen sich naherungsweise mithilfe ganzrationaler Funktionen zweiten Grades
beschreiben.

a) Begrunden Sie, dass die moglichen Flugkurven dieses Papierfliegers im Modell durch den
Punkt (4 | 2) verlaufen.

b) Zeigen Sie, dass sich alle mdglichen Flugkurven dieses Papierfliegers
im Modell mithilfe der in R definierten Funktionen
pr(x) = —0,25k - x* + k- x + 2 und k € R* beschreiben lassen.

c) Ermitteln Sie denjenigen Wert von k, fur den der Papierflieger eine Flugweite von 6 m hat.
Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen p: und p: .
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d) Ist ein Kurvenstuck Graph einerin [a; b] mit a,b € R definierten Funktion h mit erster
Ableitungsfunktion k', so gilt fiir die Lange L

dieses Kurvenstticks: L = f: /1 +(h'(0) dx .
Untersuchen Sie rechnerisch, ob p: oder p: die langere Flugkurve beschreibt.
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e) Bestimmen Sie den Wert von k so, dass der Abwurfwinkel der mithilfe von pk
beschriebenen Flugkurve ebenso grof ist wie der Abwurfwinkel der mithilfe der Funktion s
beschriebenen Flugkurve.

3. Die groften Flugweiten erzielen Papierflieger mit Flugkurven des Typs G. Eine solche
Flugkurve soll mithilfe der in R definierten Funktion g mit

— 2 .
g(x) = 2e~002x"+0.1x hegchrieben werden.

a) Beurteilen Sie die Eignung von g zur modellhaften Beschreibung der Flugkurve bezogen
auf den Verlauf des Graphen von g flir x — oo .

b) Die Flugweite betragt 15,3 m. Der erste Teil der Flugkurve lasst sich mithilfe von g
beschreiben. Ab einem bestimmten Punkt kann der weitere Verlauf der Flugkurve bis zum
Boden durch eine Gerade dargestellt werden. Dieser zweite Teil der Flugkurve hat eine
Lange von 10,6 m. Bestimmen Sie die horizontale Entfernung des Ubergangs vom ersten
zum zweiten Teil der Flugkurve vom Abwurfpunkt und priifen Sie, ob dieser Ubergang ohne
Knick erfolgt.



Losungsansatze
1. a) Wir geben im Hauptmenui 1 — dem Berechnungsfenster den Term flur die Funktion

s(x) = —x* + 2x3 +%x + 2 ein.
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Die Abwurfhohe ist der Funktionswert an der Stelle x = 0. Mit der Taste kbnnen wir x = 0
ein geben. 2 wird angezeigt.

Die Flugweite ist die erste Nullstelle fur x > 0, diese erhalten wir Uber das Hauptmenu A
,Gleichung/Funkt‘ und anschlieRend 2: Polynomgleichung 4. Grades.
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b) Die maximale Flughohe ist der Hochpunki.

Die 1. Ableitung mussen wir ohne Taschenrechner ausrechnen:

s'(x) = —4x3 + 6x2 +§

Jetzt bestimmen wir die Nullstelle dieser Funktion analog zu b) als Polynomgleichung
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Die maximale Flughohe ist der y-Wert an der Stelle 1,5519.... Wir speichern den Wert in der

Variablen A und bestimmen die Funktionswert wie in a).
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c) Wendestellen bestimmen

Hierzu mussen wir die Funktion der 2. Ableitung schnell ohne Taschenrechner bestimmen.

s"(x) = —12x% + 12x
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Wir sehen, dass eine Wendestelle bei x=0 vorliegt. Die zweite bestimmen wir analog zu b).
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Die Steigung an diesen Stellen kénnen wir durch den Wert der ersten Ableitung der Funktion oder durch

einsetzen in die 1. Ableitungsfunktion berechnen.
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Die Steigung an der Stelle x=1 ist 2,5.
Die Steigung an der Stelle x=0 ist 0,5.

d) Der Wendepunkt mit der grof3eren x-Koordinate stellt den Punkt dar, in
dem die Steigung der Flugkurve gegenuber dem Boden am grof3ten ist.




2. a) Die Graphen, die die Flugkurven beschreiben, sind Parabeln, die durch den Punkt (0| 2)
verlaufen und symmetrisch beziglich der Gerade mit der Gleichung x = 2 sind. Damit

2.

2.

enthalten Sie auch den Punkt (4 | 2).

b) pr(x) =i-x*+k-x+j

pe(0)=2 & j=2p.(2) =0 i =-025k

c) Parameter in der Funktion p,(x) = —0,25k - x> + k- x + 2

Wir l6sen die Gleichung 0 = —0,25k - 6% + k-6 + 2.

Einfaches ausrechnen liefert: 3k = 2 oder k = % )

pr=——x24-x+2 pz=—-x2+2x+2
2 16 4 3 6 3

Wir kdnnen die Funktionen jeweils mit dem QR-Code Generator grafisch darstellen.

Dazu geben wir die beiden Funktionen im Hauptmenu 9 — Tabellen ein.:
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Durch Ablesen erkennen wir schon, dass die erste Kurve eine ,spatere* Nullstelle hat und damit
die langere Flugkurve ist.



2. d) Wir bestimmen die 1. Ableitung der beiden Funktionen

Und setzen geben die Funktionen als Integral ein.
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Damit ist p1(x) die langere Flugkurve.
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2. ) p(0)=5'(0) & k=

3. a) Der Graph von g nahert sich fur x —> oo der x-Achse an, beruhrt diese jedoch nicht. Da der
Papierflieger irgendwann auf den Boden trifft, ist das Modell zur Beschreibung der
Flugkurve nur eingeschrankt geeignet.

3. b) Firx < 15,3 liefert (15,3 — x)? + g(x)? = 10,6%: x ~ 4,89.

Die Entfernung des Ubergangs vom ersten zum zweiten Teil der Flugkurve von der
Abwurfstelle betragt etwa 4,89 m.

g'(4,89) ~ —0,19

"(4,89
9 (489 ~ —0,19
15,3—4,89

Der Ubergang erfolgt ndherungsweise ohne Knick.



